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Uvod
Matematicˇka analiza nam nudi mnogo zanimljivih i precizno dokazanih tvrdnji. Kao temu
ovog rada izabrali smo Baselski problem koji su tijekom povijesti pokusˇali dokazati mnogi
poznati, kao i manje poznati matematicˇari.
Sˇto je to Baselski problem? Baselski problem svodi se na pitanje kolika je vrijednost
sume svih reciprocˇnih vrijednosti kvadrata prirodnih brojeva. Pokazat c´e se da vrijedi
∞∑
n=1
1
n2
=
pi2
6
.
Na pocˇetku ovog diplomskog rada c´emo ukratko proc´i kroz povijest Baselskog pro-
blema, spomenuti istaknutije matematicˇare koji su se njime bavili te navesti nekoliko
razlicˇitih dokaza. Krenut c´emo s Eulerovim dokazom Baselskog problema, a nakon njega
navesti dokaze pomoc´u Fourierovih redova, teleskopskih redova, pomoc´u trigonometrije
i algebre, dvostrukih integrala i na kraju, s matematicˇko-fizicˇke strane, dokaz koji c´emo
interpretirati pomoc´u kolicˇine primljene svjetlosti u nekoj tocˇki.
Mogli bismo se upitati zasˇto dokazivati vec´ dokazano, sˇto je praksa matematicˇara josˇ
od antike. Zasˇto dokazivati Baselski problem ponovno ako je Euler vec´ objavio dokaz?
Vec´ kroz prvih nekoliko stranica ovog rada vidjet c´emo da iako je Euler dosˇao do tocˇne
vrijednosti trazˇene sume, njegov dokaz je imao nedostataka jer su neke tvrdnje korisˇtene
bez preciznog dokaza. Stoga je ponovno dokazivanje vec´ dokazanog korisno kako bi se
ispravile gresˇke ili popunile praznine u ranijem argumentiranju dokaza. Takoder, u mate-
matici se tezˇi pravilu minimalnosti, tako da novo dokazivanje mozˇe koristiti kako bismo
eliminirali suvisˇne pretpostavke iz prvotnog dokaza. Ponekad se mozˇe prosˇiriti podrucˇje za
koje vrijede pojedini teoremi, pa time dobivamo jacˇe rezultate. Noviji dokaz nekada je jas-
niji, mozˇe ga shvatiti vec´i broj ljudi, metodolosˇki je ispravniji. Isto tako, mozˇe se provesti
kroz pretpostavke i teoreme matematicˇkog podrucˇja uz koje ga nikad ne bismo povezali te
potvrditi istu tvrdnju kroz potpuno razlicˇite pristupe. Ljudi iz razlicˇitih matematicˇkih dis-
ciplina imaju razlicˇita promisˇljanja te c´e dokaze u kojima se koriste istim pretpostavkama
provesti na drugacˇije nacˇine. Na kraju se utvrdi koji nacˇin je jednostavniji, krac´i, brzˇi i
slicˇno.
1
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Bez obzira je li dokaz vec´ dokazanog prijeko potreban zajednici ili nije, za mate-
maticˇara je bitno razvijati sposobnost dokazivanja tvrdnji kako bi mogao kriticˇki promisˇljati
o tudim dokazima, stvarati poveznice izmedu matematicˇkih cˇinjenica i utvrditi istinitost
vec´ dokazanog. To su neki od razloga zasˇto smo u ovom radu proucˇavali razlicˇite dokaze
Baselskog problema.
Poglavlje 1
Prvi dokaz Baselskog problema
1.1 Pocˇetci Baselskog problema
Talijanski matematicˇar Pietro Mengoli roden je 1626. godine u Bologni gdje je takoder i
umro 1686. godine. Bio je profesor na sveucˇilisˇtu u Bologni 39 godina. Izdao je nekoliko
djela u podrucˇju matematike, no nije ostao poznat velikom broju ljudi. Dokazao je, izmedu
ostalog, da harmonijski red ne konvergira te da je suma alternirajuc´eg harmonijskog reda
jednaka ln 2, no ono zbog cˇega je vazˇan za ovaj rad jest da je postavio Baselski problem.
On je medu prvim matematicˇarima koji su se bavili sumom reciprocˇnih kvadrata prirodnih
brojeva te su prva Mengolijeva proucˇavanja tog problema zabiljezˇena 1644. godine, a 1650.
godine je Baselski problem predstavio u svojoj knjizi o sumi redova ”Novae quadraturae
arithmetica”. Svoje metode za rjesˇavanje Baselskog problema temeljio je na teleskopskim
redovima, no bezuspjesˇno.
Baselskim problemom bavili su se poznati matematicˇari Jacob Bernoulli, Johann Ber-
noulli, Daniel Bernoulli, Leibniz, Stirling, de Moivre, John Wallis i mnogi drugi, ali bezus-
pjesˇno; bilo je tesˇko izracˇunati tocˇan rezultat jer red sporo konvergira. Naime, suma prvih
100 pribrojnika daje tocˇnost na samo jednu decimalu, dok suma prvih 200 pribrojnika ne
dosezˇe vrijednost 1.64 sˇto je tocˇna aproksimacija na dvije decimale.
Problem je ostao otvoren 90 godina nakon sˇto ga je Mengoli predstavio. Engleski
matematicˇar John Wallis je 1655. godine tvrdio da zna rezultat u tocˇnost na tri decimale.
Sˇvicarski matematicˇar Jacob Bernoulli pokusˇao je izracˇunati Baselsku sumu promatrajuc´i
nejednakost 2n2 ≥ n(n + 1) jer je uocˇio da vrijedi 1n2 ≤ 2n(n+1) . Bernoulli je spoznao da∑∞
n=1
2
n(n+1) konvergira prema broju 2, te iz toga zakljucˇio da je
∑∞
n=1
1
n2 ≤ 2. Visˇe od toga
nije uspio dokazati pa je odustao od dokazivanja. Njegovi rodaci Johann i Daniel Bernoulli
1721. zakljucˇili su kako Baselska suma iznosi priblizˇno 85 .
Konacˇno, sˇvicarski matematicˇar Leonhard Euler je 1735. godine uspio dokazati da je
Baselska suma jednaka pi
2
6 .
3
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Slika 1.1: Leonhard Euler
Leonhard Euler roden je 15. travnja 1707. godine u Baselu u Sˇvicarskoj. U ranijim go-
dinama ga je poucˇavao otac, a kasnije je pohadao Baselsko sveucˇilisˇte. Privatne poduke iz
matematike dobivao je od Johanna Bernoullija te se vjeruje da se preko njega zainteresirao
za proucˇavanje Baselskog problema. Sam Euler je isticao da mu je Bernoulli puno pomo-
gao u matematici te su zajedno radili na mnogim projektima. Euler je posvetio svoj zˇivot
ucˇenju matematike, jezika, filozofije i teologije. Suvremenici su ga opisivali kao cˇovjeka
s odlicˇnom memorijom, darom za jezike, cˇovjeka koji je izvodio aritmeticˇke izracˇune bez
korisˇtenja papira i olovke. Njegovo ime poznato je svima koji se bave matematikom, ali i
mnogim drugima jer je uvelike unaprijedio matematicˇku znanost.
Imao je 28 godina kada je dokazao da je Baselska suma jednaka pi
2
6 i tako postao poznat
matematicˇkoj zajednici. On je 1731. godine izracˇunao prvih sˇest decimala Baselske sume
i onda 1735. prvih 14 decimala. Iste godine dosˇao je do rjesˇenja Baselskog problema.
Neki izvori tvrde da je problem dobio ime Baselski zbog toga sˇto je Euler roden u Baselu,
dok drugi izvori govore kako naziv dolazi od lokacije gdje je Jacob Bernoulli izdao svoju
knjigu ”Tractatus de seriebus infinitis” u kojoj spominje Baselski problem.
Euler je do svog prvog dokaza dosˇao proucˇavajuc´i redom aproksimacije parcijalnih
suma
∑k
n=1
1
n2 , k ∈ N. On je izracˇunao da je deseta parcijalna suma
∑10
n=1
1
n2 ≈ 1.54977,
stota parcijalna suma
∑100
n=1
1
n2 ≈ 1.63498, tisuc´ita parcijalna suma
∑1000
n=1
1
n2 ≈ 1.64393 te se
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tako priblizˇavao tocˇnom rezultatu. Euler je takoder dokazao da je
∞∑
n=1
1
n4
=
pi4
90
,
∞∑
n=1
1
n6
=
pi6
945
,
∞∑
n=1
1
n8
=
pi8
9450
,
∞∑
n=1
1
n10
=
pi10
93555
.
Pored toga, promatrao je i red
∑∞
n=1
1
n3 , no sume s neparnim eksponentima nije uspio
izracˇunati. Umro je 18. rujna 1783. godine u Baselu kada je imao 76 godina. Tije-
kom zˇivota predstavio je tri razlicˇita dokaza Baselskog problema te od tada matematicˇari
proucˇavaju nove, zanimljive pristupe ovom problemu.
Prije prelaska na dokaze, valja spomenuti i matematicˇara koji je poopc´io Baselski pro-
blem. Slavni njemacˇki matematicˇar 19. stoljec´a Bernhard Riemann dao je svoj doprinos u
gotovo svim granama matematike. Riemannova hipoteza je josˇ i danas jedan od najvec´ih
nerijesˇenih problema matematike, a uz ovaj rad povezan je njegov doprinos u teoriji bro-
jeva.
Slika 1.2: Bernhard Riemann
Funkcija kompleksne varijable s, naziva Riemannova zeta funkcija, definirana je kao
ζ(s) =
∞∑
n=1
1
ns
.
Euler je prvi otkrio neka svojstva zeta funkcije, izveo formulu kojom se izracˇunava zeta
funkcija za parne brojeve pomoc´u Bernoullijevih brojeva, no on je smatrao da je to funkcija
iskljucˇivo realne varijable, dok je Riemann uzimao kompleksnu varijablu s.
Ta funkcija konvergira za sve realne s > 1, a divergira za sve realne s ≤ 1. Primijetimo
da nam je zeta funkcija za s = 1 dobro poznata
ζ(1) =
∞∑
n=1
1
n
= 1 +
1
2
+
1
3
+ . . . ,
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naime, radi se o harmonijskom redu koji divergira, te je njegova vrijednost +∞. Za s = 2
dobivamo
ζ(2) =
∞∑
n=1
1
n2
= 1 +
1
22
+
1
32
+ . . . ,
i ovo je red koji konvergira. U prethodnoj sumi prepoznajemo da se radi o Baselskom
problemu, te iz toga proizlazi da je Riemannova zeta funkcija ζ generalizacija Baselskog
problema.
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1.2 Eulerov dokaz
Prije samog dokaza iskazat c´emo nekoliko teorema i definicija koje c´e biti korisˇtene u
dokazu.
Teorem 1.2.1. (D’Alembertov kriterij konvergencije) Neka je (an) niz kompleksnih brojeva
tako da je an , 0 za sve n.
(i) Ako postoje m ∈ N i q ∈ 〈0, 1〉 takvi da je | an+1an | ≤ q, ∀n ≥ m, tada red
∑
an apsolutno
konvergira.
(ii) Ako postoji m ∈ N takav da je |an+1an | ≥ 1, ∀n ≥ m, tada red
∑
an divergira.
Korolar 1.2.2. Neka je (an) niz kompleksnih brojeva razlicˇitih od 0 takav da postoji L =
lim
n→∞ |
an+1
an
|. Vrijedi sljedec´e
• ako je L < 1 tada red ∑ an apsolutno konvergira,
• ako je L > 1 tada red ∑ an divergira.
Teorem 1.2.3. (i) Neka funkcija f ima derivaciju reda n + 1 na intervalu 〈a, b〉. Tada za
proizvoljnu tocˇku x0 ∈ 〈a, b〉 i za svaki x ∈ 〈a, b〉 vrijedi
f (x) = f (x0) +
f ′(x0)
1!
(x − x0) + f
′′(x0)
2!
(x − x0)2 + . . . + f
(n)(x0)
n!
(x − x0)n + Rn+1(x),
gdje je
Rn+1(x) =
(x − x0)n+1
(n + 1)!
f n+1(θ)
za neki θ koji lezˇi izmedu tocˇaka x i x0.
(ii) Neka funkcija f ima derivacije proizvoljnog reda na intervalu 〈a, b〉. Tada za pro-
izvoljnu tocˇku x0 ∈ 〈a, b〉 i za svaki x ∈ 〈a, b〉 vrijedi
f (x) = f (x0) +
∞∑
n=1
f (n)(x0)
n!
(x − x0)n (1.1)
ako i samo ako niz ostataka (Rn+1(x)) tezˇi k nuli za svaki x ∈ 〈a, b〉.
Red potencija (1.1) naziva se Taylorov red ili Taylorov razvoj funkcije f u tocˇki x0.
Taylorov razvoj u tocˇki x0 = 0 zove se MacLaurinov razvoj,
f (x) = f (0) +
∞∑
n=1
f (n)(0)
n!
xn, ∀x ∈ 〈a, b〉. (1.2)
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Euler je u svom pristupu Baselskom problemu krenuo od Maclaurinovog razvoja funk-
cije sinus
sin x =
∞∑
n=1
(−1)n+1 x
2n−1
(2n − 1)! , ∀x ∈ R. (1.3)
Konvergencija ovog reda se lako provjeri pomoc´u D’Alembertovog kriterija konvergencije
jer za svaki x ∈ R vrijedi
L = lim
n→∞
|x2n+1 |
(2n+1)!
|x2n−1 |
(2n−1)!
= lim
n→∞
x2
2n(2n + 1)
= 0.
Euler je dosˇao na ideju da bi mogao funkciju sinus interpretirati kao polinom beskonacˇnog
stupnja. Poznato nam je da svaki polinom n-tog stupnja mozˇemo na jedinstven nacˇin pri-
kazati kao produkt n linearnih faktora. (Uzmimo kao primjer kvadratnu funkciju f (x) =
ax2 + bx+ c = a(x− r1)(x− r2), gdje su r1 i r2 nultocˇke od f .) Stoga je Euler zˇelio prikazati
funkciju sinus kao polinom
sin x = ax(x − r1)(x − r2) · · · (x − rn) . . . (1.4)
gdje su ri = ipi, i ∈ Z nultocˇke funkcije sinus. Ocˇito je lim
i→∞ ri = ∞, kao i limi→∞(x − ri) = ∞
sˇto je kontradiktorno s (1.4). Slijedi da prikaz u obliku produkta linearnih faktora nije tako
jednostavan, potrebno je preinacˇiti i nadograditi jednakost (1.4). Ukoliko podijelimo svaki
faktor, osim r0, s −ri, dobivamo sljedec´e
sin x = ax
(
1 − x
r1
)(
1 − x
r2
)(
1 − x
r3
)
. . .
Ovakvim modificiranjem imamo lim
i→∞(1 −
x
ri
) = 1, te c´e biti ispunjen nuzˇan uvjet konver-
gencije. Uvrstimo li vrijednosti ri = ipi, i ∈ Z, promatranu funkciju mozˇemo zapisati na
sljedec´i nacˇin
sin x = ax
(
1 − x
pi
)(
1 +
x
pi
)(
1 − x
2pi
)(
1 +
x
2pi
)
. . .
= ax
∞∏
n=−∞,n,0
(
1 − x
pin
)
.
Promotrimo sada zasebno produkte
∏∞
n=1(1 − xnpi ) i
∏∞
n=1(1 +
x
npi ) i primijenimo formulu za
razliku kvadrata, nakon cˇega imamo
sin x = ax
∞∏
n=1
(
1 − x
2
pi2n2
)
. (1.5)
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Sada je izraz s desne strane jednakosti (1.5) prikaz funkcije sinus u obliku polinoma. Na-
dalje, treba odrediti faktor a. Ukoliko podijelimo obje strane izraza (1.5) sa x, imat c´emo
sin x
x
= a
∞∏
n=−∞,n,0
(
1 − x
2
pi2n2
)
, x , 0
odakle je
lim
x→0
sin x
x
= a lim
x→0
∞∏
n=−∞,n,0
(
1 − x
2
pi2n2
)
,
pa je a = 1. Slijedi da je
sin x = x
∞∏
n=1
(
1 − x
2
pi2n2
)
= x
(
1 − x
2
pi2
)(
1 − x
2
22pi2
)(
1 − x
2
32pi2
)
. . . = x
(
1 −
∞∑
n=1
x2
pi2n2
+ . . .
)
Usporedivanjem s (1.5) te izjednacˇavanjem izraza uz x3 dobivamo
−x
∞∑
n=1
x2
pi2n2
= − x
3
3!
.
Odavde za x = 1 dobivamo ∞∑
n=1
1
n2
=
pi2
6
. (1.6)
Jednakost (1.6) je upravo ono sˇto trazˇimo, rjesˇenje Baselskog problema. Ovaj dokaz je
temeljen na Eulerovom pristupu, no nije identicˇan njegovom. Euler je prva osoba koja je
uspjela dokazati da vrijedi formula (1.6). Kako se u Eulerovom dokazu koriste i nedoka-
zane tvrdnje, matematicˇari su se njime bavili u godinama nakon objave. Ipak, njegov dokaz
se uzima kao prvi valjani dokaz, gdje je kroz nekoliko (ne jako kompliciranih) koraka uspio
doc´i do rjesˇenja Baselskog problema, no nije potpun.
Osvrnimo se na josˇ jedan nacˇin Eulerovog dokaza. U godinama nakon objave dokaza,
najvisˇe polemika vodilo se oko toga sˇto je Euler red potencija interpretirao kao polinom
beskonacˇnog stupnja. Danas je jasno da red potencija nije polinom i ne dijeli sva svojstva
polinoma, no Euler svojedobno nije obrac´ao pazˇnju na to. Eulerove pretpostavke su bile
tocˇne, njemu intuitivno jasne, no za danasˇnje pojmove ”intuitivno” nije dovoljno.
U jednom od svojih dokaza, Euler je jednakost (1.3) podijelio s x te x zamijenio s
√
x
i dobio
sin
√
x√
x
= 1 − x
3!
+
x2
5!
− x
4
7!
− . . .
Nultocˇke ove funkcije su pi2, 4pi2, 9pi2, . . . Euler je primijenio svojstvo polinoma
1
r1
+
1
r2
+
1
r3
+ . . . +
1
rn
= −a1
a0
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i dobio
1
pi2
+
1
4pi2
+
1
9pi2
+ . . . =
1
6
.
Zatim je pomnozˇio sve s pi2 i dobio trazˇeno rjesˇenje Baselskog problema.
Kako bismo pokazali da se ne mozˇe uvijek koristiti prikazano svojstvo, promotrimo
poblizˇe funkciju
g(x) = 2 − 1
1 − x .
Ocˇito, x = 12 je jedina nultocˇka funkcije g. No, g(x) mozˇemo zapisati na sljedec´i nacˇin
g(x) = 2 − 1
1 − x = 2 − (1 + x + x
2 + x3 + . . .) = 1 − x − x2 − x3 − . . .
Time smo razvili funkciju g u red potencija. Uocˇimo da ipak ne vrijedi svojstvo polinoma
za red potencija jer a0 = 1, a1 = −1, a
2 =
1
r1
, −a1
a0
= 1.
Funkcija g je samo jedan od primjera koji pokazuju da pravilo ne mozˇemo primjenjivati na
bilo kojem redu potencija. Zasˇto smo ga onda mogli primijeniti na f (x) = sin
√
x√
x ? Razlika
izmedu f i g je u konvergenciji redova potencija. Kao sˇto mozˇemo primijetiti, funkcija f
se razvije u red potencija koji konvergira za svaki x, a red potencija za g konvergira samo
za −1 < x < 1. Opc´enito pravilo kojim bi mogli provjeriti mozˇemo li primijeniti svojstva
polinoma nije poznato.
Poglavlje 2
Josˇ neki dokazi
2.1 Dokaz pomoc´u Fourierovih redova
Za pocˇetak, mali uvod u Fourierove redove. Fourierov red periodicˇnu funkciju pretvara u
sumu jednostavnih oscilatornih funkcija, sinusa i kosinusa.
Definicija 2.1.1. Neka je f : R → R periodicˇna funkcija s periodom L. Fourierov red
funkcije f je red oblika
f (x) =
a0
2
+
∞∑
n=1
(
an cos
(
2npi
L
x
)
+ bn sin
(
2npi
L
x
))
,
gdje su
an =
2
L
∫ L
0
f (y) cos
(
2npiy
L
)
dy, n ≥ 0,
bn =
2
L
∫ L
0
f (y) sin
(
2npiy
L
)
dy, n ≥ 1.
Brojeve an i bn nazivamo Fourierovi koeficijenti funkcije f .
Za dokaz Baselskog problema krenimo od funkcije f (x) = |x|. Promotrimo je na in-
tervalu od −pi do pi. Zanima nas Fourierov red funkcije f . Prvo izracˇunajmo Fourierove
koeficijente
a0 =
1
pi
∫ pi
−pi
|x| · 1dx = 1
pi
( ∫ 0
−pi
−xdx +
∫ pi
0
xdx
)
=
1
pi
(−x2
2
∣∣∣∣∣∣0−pi + x
2
2
∣∣∣∣∣∣pi
0
)
= pi,
11
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an =
2
2pi
∫ pi
−pi
|x| cos
(
2npix
2pi
)
dx =
1
pi
∫ pi
−pi
|x| cos(nx)dx
=
2
pi
∫ pi
0
|x| cos(nx)dx = 2
pi
∫ pi
0
x cos(nx)dx
=
∣∣∣∣∣ u = x dv = cos nxdxdu = dx v = sin(nx)n
∣∣∣∣∣ = 2pi
(
x sin(nx)
n
∣∣∣∣∣∣pi
0
−
∫ pi
0
sin(nx)
n
dx
)
=
2
pi
(
−
∫ pi
0
sin(nx)
n
dx
)
=
∣∣∣∣∣nx = u, dx = dun
∣∣∣∣∣
=
2
pi
· 1
n2
(
−
∫ pi
0
sin(u)du
)
=
2
n2pi
(cos(u)
∣∣∣∣pi
0
) =
2
n2pi
(cos(npi) − 1)
=
0, n paran,−4
n2pi , n neparan.
bn =
2
2pi
∫ pi
−pi
|x| sin
(
2npix
2pi
)
dx = 0.
Koeficijenti bn su jednaki nuli jer se radi o integralu neparne funkcije na intervalu [−pi, pi].
Preostaje nam uvrstiti koeficijente u Fourierov red i vidjeti kako nam to mozˇe pomoc´i u
rjesˇavanju Baselskog problema. Prije svega, znamo da je f (0) = 0 i da je an = 0 za parne
n-ove, pa c´e u raspisivanju Fourierovog reda cˇlanovi s parnim n-ovima biti jednaki nuli.
Takoder, koristit c´emo vrijednost funkcije kosinus u nuli, cos(0) = 1. Promotrimo
|x| = pi
2
+
∞∑
n=1
(
an cos
(
2npi
2pi
· x
))
=
pi
2
+
∞∑
k=0
(a2k+1 cos((2k + 1) · x))
=
pi
2
+
∞∑
k=0
( −4
n2pi
· cos((2k + 1) · x)
)
=
pi
2
− 4
pi
(cos x +
1
32
cos 3x +
1
52
cos 5x + . . .).
Uvrsˇtavanjem x = 0 dobivamo
0 =
pi
2
− 4
pi
(
1
12
+
1
32
+
1
52
+
1
72
+
1
92
+ . . .
)
(2.1)
odakle slijedi da suma reciprocˇnih kvadrata neparnih cijelih brojeva iznosi
1
12
+
1
32
+ . . . +
1
(2n − 1)2 + . . . =
pi2
8
.
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Preostaje odrediti zbroj reciprocˇnih kvadrata parnih prirodnih brojeva
1
22
+
1
42
+
1
62
+ . . . +
1
(2n)2
+ . . . =
1
(2 · 1)2 +
1
(2 · 2)2 +
1
(2 · 3)2 + . . . +
1
(2 · n)2 + . . .
=
1
4
·
(
1
12
+
1
22
+
1
32
+ . . . +
1
n2
+ . . .
)
=
1
4
·
∞∑
n=1
1
n2
.
Sada imamo ∞∑
n=1
1
n2
=
∞∑
n=1
1
(2n)2
+
∞∑
n=1
1
(2n − 1)2 =
1
4
∞∑
n=1
1
n2
+
pi2
8
odakle je
∑∞
n=1
1
n2 =
pi2
6 .
Fourierov red i slicˇne sume
Pomoc´u Fourierovih redova se mogu rijesˇiti mnogi slicˇni problemi. Uzmimo za primjer
∞∑
n=1
(−1)n
n2
.
Navedena suma je poopc´enje Baselskog problema. Da bismo izracˇunali tocˇnu vrijednost
sume, funkciju f (x) = x2 za −pi ≤ x ≤ pi razvijemo u Fourierov red.
Fourierove koeficijente izracˇunamo analogno kao za Baselski problem. Dobivamo
a0 =
2pi2
3
, an =
 4n2 , n paran,−4
n2 , n neparan
, bn = 0.
Odavde slijedi
x2 =
pi2
3
+ 4
(
cos x − 1
22
cos 2x +
1
32
cos 3x − . . .
)
.
Uvrstimo x = 0
0 =
pi2
3
+ 4
∞∑
n=1
(−1)n
n2
,
te smo dobili tocˇnu vrijednost sume
∑∞
n=1
(−1)n
n2 = − pi
2
12 .
Zanimljiv je josˇ jedan slicˇan problem
∑∞
n=1
1
n4 . Za potrebe ove sume ponovno promo-
trimo funkciju f (x) = x2. Fourierov red bit c´e jednak kao za prethodnu sumu, stoga ovaj
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put nije dovoljan samo Fourierov red. Kod rjesˇavanja takvih problema ponekad se koristi
josˇ i Parsevalov identitet. Ako su an i bn Fourierovi koeficijenti, onda vrijedi Parsevalov
identitet
1
L
∫ pi
−pi
f (x)2dx =
a20
2
+
∞∑
n=1
(a2n + b
2
n).
Uvrstimo koeficijente an i bn
1
pi
∫ pi
−pi
x4dx =
2pi4
9
+
∞∑
n=1
16
n4
iz cˇega slijedi
∞∑
n=1
1
n4
=
pi4
90
.
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2.2 Dokaz preko teleskopskih redova
Definicija 2.2.1. Teleskopski red je red oblika
∞∑
k=1
(bk − bk+1),
gdje je (bk) niz realnih brojeva.
Ono sˇto je vazˇno uocˇiti za dokaz preko teleskopskih redova je da n-ta parcijalna suma
iznosi
S n =
n∑
k=1
(bk − bk+1) = b1 − bn+1.
Prije dokaza Baselskog problema uvjerimo se na jednostavnijem primjeru da nam tele-
skopski redovi mogu pomoc´i kod odredivanja vrijednosti beskonacˇne sume. Promotrimo
red ∞∑
n=1
1
(2n − 1)(2n + 1) =
1
1 · 3 +
1
3 · 5 + . . .
Ocˇito, an = 1(2n−1)(2n+1) . Upotrebom parcijalnih razlomaka dobivamo
∞∑
n=1
1
(2n − 1)(2n + 1) =
∞∑
n=1
(
1
4n − 2 −
1
4n + 2
)
.
Promotrimo n-tu parcijalnu sumu
S n =
n∑
j=1
(
1
4 j − 2 −
1
4 j + 2
)
=
(
1
2
− 1
6
)
+
(
1
6
− 1
10
)
+ . . . +
(
1
4n − 2 −
1
4n + 2
)
=
1
2
− 1
4n + 2
.
Sada imamo
lim
n→∞ S n = limn→∞
(
1
2
− 1
4n + 2
)
=
1
2
.
Zakljucˇujemo da je red konvergentan i
∑∞
n=1
1
(2n−1)(2n+1) =
1
2 .
Dokaz Baselskog problema preko teleskopskih redova je malo kompliciraniji i ne sa-
svim analogan. Ideja ovog dokaza je promotriti dva niza te uocˇiti njihovu povezanost, a
onda ih prikazati kao teleskopski red.
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Neka su
An =
∫ pi
2
0
cos2n xdx, n ∈ N,
Bn =
∫ pi
2
0
x2 cos2n xdx, n ∈ N.
Za pocˇetak promotrimo relaciju izmedu An i An−1. Na prvi pogled ne mozˇe se uocˇiti po-
vezanost, no pokusˇajmo integrirati niz An. Koristit c´emo parcijalnu integraciju i identitet
sin2 x = 1 − cos2 x.
An =
∫ pi
2
0
cos2n xdx
=
∫ pi
2
0
cos x cos2n−1 xdx
=
∣∣∣∣∣ u = cos2n−1 x dv = cos xdxdu = (2n − 1) cos2n−2 x · (− sin x)dx v = sin x
∣∣∣∣∣
= cos2n−1 x · sin x
∣∣∣∣ pi2
0
−
∫ pi
2
0
(2n − 1) cos2(n−1) x · (− sin x) · sin xdx
= (2n − 1)
∫ pi
2
0
(1 − cos2 x) · cos2(n−1) xdx
= (2n − 1)
( ∫ pi2
0
cos2(n−1) xdx −
∫ pi
2
0
cos2n xdx
)
= (2n − 1)(An−1 − An).
Iz prethodnog racˇuna mozˇemo zakljucˇiti da je
2nAn = (2n − 1)An−1,
odnosno
An
2n − 1 =
An−1
2n
. (2.2)
POGLAVLJE 2. JOSˇ NEKI DOKAZI 17
Nadalje, promotrimo An i Bn za n ≥ 1:
An =
∫ pi
2
0
cos2n xdx
=
∣∣∣∣∣ u = cos2n x dv = dxdu = 2n cos2n−1 x · (− sin x)dx v = x
∣∣∣∣∣
= x cos2n x
∣∣∣∣ pi2
0
+ 2n
∫ pi
2
0
x sin x cos2n−1 xdx
=
∣∣∣∣∣ u = sin x cos2n−1 x dv = xdxdu = cos2n x − (2n − 1) sin2 x · cos2n−2 xdx v = x22
∣∣∣∣∣
= 2n
[ x2
2
· sin x · cos2n−1 x
∣∣∣∣∣∣
pi
2
0
+
∫ pi
2
0
x2
2
·
(
(2n − 1) sin2 x · cos2n−2 x − cos2n x
)
dx
]
= 0 + n
∫ pi
2
0
x2 · (2n − 1) · (1 − cos2 x) · cos2n−2 xdx − n
∫ pi
2
0
x2 · cos2n xdx
= 2n2
∫ pi
2
0
x2 cos2(n−1) xdx − n
∫ pi
2
0
x2 cos2(n−1) xdx − 2n2
∫ pi
2
0
x2 cos2n xdx+
n
∫ pi
2
0
x2 cos2n xdx − n
∫ pi
2
0
x2 cos2n xdx
= −2n2n
∫ pi
2
0
x2 cos2n xdx + n(2n − 1)n
∫ pi
2
0
x2 cos2(n−1) xdx
= −2n2Bn + n(2n − 1)Bn−1.
Dakle, za sve n ≥ 1 imamo
An = (2n − 1)nBn−1 − 2n2Bn,
odakle dijeljenjem s n2An dobivamo
1
n2
=
(2n − 1)Bn−1
nAn
− 2Bn
An
te korisˇtenjem jednakosti (2.2) imamo
1
n2
=
2Bn−1
An−1
− 2Bn
An
. (2.3)
Odavde slijedi da se
∑∞
n=1
1
n2 mozˇe napisati kao teleskopski red
∑∞
k=0(bk − bk+1) gdje je
bk = 2BnAn . Imamo da je
n∑
k=1
1
k2
=
n∑
k=1
(2Bk−1
Ak−1
− 2Bk
Ak
)
=
2B0
A0
− 2Bn
An
.
POGLAVLJE 2. JOSˇ NEKI DOKAZI 18
Izracˇunajmo A0 i B0
A0 =
∫ pi
2
0
cos0 xdx =
∫ pi
2
0
dx = x
∣∣∣∣∣∣
pi
2
0
=
pi
2
,
B0 =
∫ pi
2
0
x2 cos0 xdx =
∫ pi
2
0
x2dx =
x3
3
∣∣∣∣∣∣
pi
2
0
=
pi3
8 · 3 =
pi3
24
.
Sada za svaki n ≥ 1 vrijedi
n∑
k=1
1
k2
=
pi2
6
− 2Bn
An
, (2.4)
odakle slijedi pi
2
6 ≥
∑n
k=1
1
k2 , za sve n ≥ 1.
Sada c´emo promotriti dvije funkcije kako bismo procijenili vrijednost izraza 2BnAn . Pro-
matramo linearnu funkciju f (x) = x i trigonometrijsku funkciju g(x) = pi2 sin x. Na intervalu
[0, pi2 ] one se sijeku samo u tocˇkama x = 0 i x =
pi
2 , funkcija g je konkavna (slika 2.1), pa
vrijedi
Slika 2.1: Grafovi funkcija f (x) = x i g(x) = pi2 sin x
x ≤ pi
2
sin x, x ∈
[
0,
pi
2
]
i prema tome
x2 cos2n x ≤ pi
2
4
sin2 x cos2n x, x ∈
[
0,
pi
2
]
.
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Odavde je
0 ≤ Bn =
∫ pi
2
0
x2 cos2n xdx ≤ pi
2
4
∫ pi
2
0
sin2 x cos2n xdx
=
pi2
4
( ∫ pi
2
0
cos2n xdx −
∫ pi
2
0
cos2(n+1) xdx
)
=
pi2
4
(An − An+1)
(2.2)
=
pi2
4
(An − 2n + 12(n + 1)An) =
pi2
8(n + 1)
An.
Prethodna nejednakost i jednakost (2.4) daju sljedec´e
0 ≤ pi
2
6
−
n∑
k=1
1
k2
=
2Bn
An
≤ pi
2
4(n + 1)
, ∀n ∈ N,
odakle slijedi
lim
n→∞
(
pi2
6
−
∞∑
k=1
1
k2
)
= 0,
to jest
∑∞
k=1
1
k2 =
pi2
6 .
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2.3 Dokaz pomoc´u trigonometrije i algebre
Ovaj dokaz pripada modernijim dokazima Baselskog problema. Temeljen je na posebnom
trigonometrijskom identitetu koji c´e biti iskazan i dokazan prije samog dokaza Baselskog
problema.
Lema 2.3.1. Za zadani m ∈ N neka je ω = pi2m+1 . Tada vrijedi
ctg2 ω + ctg2 2ω + ctg2 3ω + . . . + ctg2 mω =
m(2m − 1)
3
. (2.5)
Dokaz. Neka je n = 2m + 1. Ako je p(x) = anxn + an−1xn−1 + . . . + a1x + a0 polinom
n-tog stupnja, onda iz Vie`teovih formula slijedi da je suma svih korijena polinoma jednaka
negativnom kvocijentu koeficijenta uz xn i koeficijenta uz xn−1, to jest x1 + x2 + . . . + xn =
−an−1an . Krenimo od izraza za sin nθ:
sin nθ =
(
n
1
)
sin θ cosn−1 θ −
(
n
3
)
sin3 θ cosn−3 θ + . . . ± sinn θ
= sinn θ ·
((
n
1
)
ctgn−1 θ −
(
n
3
)
ctgn−3 θ + . . . ± 1
)
dobivenog preko de Moivreove formule (cos θ + i sin θ)n = cos nθ + i sin nθ tako da lijevu
stranu navedene formule raspisˇemo binomnim poucˇkom te izjednacˇimo imaginarne dije-
love obiju strana jednakosti. Ako je 0 < θ < pi2 , tada mozˇemo prethodni izraz podijeliti sa
sinn θ, odakle dobijemo
sin nθ
sinn θ
=
(
n
1
)
ctgn−1 θ −
(
n
3
)
ctgn−3 θ + . . . ± 1. (2.6)
Neka je p(x) =
(
n
1
)
xm −
(
n
3
)
xm−1 + . . . ± 1. Tada je p(ctg2 θ) = sin nθsinn θ . Zato za k = 1, . . . ,m
p(ctg2
kpi
n
) =
sin(kpi)
sinn kpin
= 0, k = 1, . . . ,m
sˇto znacˇi da su ctg2 pin , ctg
2 2pi
n , . . . , ctg
2 mpi
n nultocˇke polinoma p. Kako su
kpi
n , k = 1, . . . ,m
nultocˇke, a x 7→ ctg2 x je strogo rastuc´a funkcija na
[
0, pi2
〉
, slijedi da su ctg2 pin , ctg
2 2pi
n , . . . ,
ctg2 mpin medusobno razlicˇite nultocˇke polinoma p. S obzirom da je p polinom stupnja m,
ovo su sve nultocˇke od p. Prema Vie`teovim formulama, suma svih nultocˇaka polinoma p
jednaka je:
m∑
k=1
ctg2
kpi
n
= −
−
(
n
3
)(
n
1
) = (n − 1)(n − 2)
6
.
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Kako je n = 2m + 1 i ω = pi2m+1 slijedi
ctg2 ω + ctg2 2ω + ctg2 3ω + . . . + ctg2 mω =
(
n
3
)(
n
1
) = m(2m − 1)
3
.

Takoder, u dokazu c´emo koristiti Teorem o sendvicˇu:
Teorem 2.3.2. Neka su (an), (bn) i (cn) nizovi realnih brojeva takvi da postoji m ∈ N takav
da je
an ≤ bn ≤ cn, ∀n ≥ m.
Ako (an) i (cn) konvergiraju prema istom realnom broju L ∈ R, onda je i (bn) konvergentan
i vrijedi
lim
n→+∞ bn = L.
Krenimo sada na dokaz Baselskog problema. Za sve x ∈ 〈0, pi2〉 vrijedi
0 < sin x ≤ x ≤ tg x.
Kvadriranjem dobijemo
sin2 x ≤ x2 ≤ tg2 x,
odakle je
1
sin2 x
≥ 1
x2
≥ 1
tg2 x
.
Kako je 1
sin2 x
= sin
2 x+cos2 x
sin2 x
dobivamo
1 + ctg2 x ≥ 1
x2
≥ ctg2 x.
Neka je m ∈ N i ω = pi2m+1 . Uvrstimo umjesto x redom ω, 2ω, . . . ,mω i dobijemo niz
nejednakosti
ctg2 ω ≤ 1
ω2
≤ 1 + ctg2 ω,
ctg2 2ω ≤ 1
(2ω)2
≤ 1 + ctg2 2ω,
ctg2 3ω ≤ 1
(3ω)2
≤ 1 + ctg2 3ω,
· · ·
ctg2 mω ≤ 1
(mω)2
≤ 1 + ctg2 mω.
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Sada zbrojimo te nejednakosti i primijenimo identitet (2.5)
ctg2 ω + ctg2 2ω + ctg2 3ω+ . . . + ctg2 mω ≤ 1
ω2
+
1
4ω2
+
1
9ω2
+ . . . +
1
m2ω2
≤ m · 1 + ctg2 ω + ctg2 2ω + ctg2 3ω + . . . + ctg2 mω,
odakle slijedi
m(2m − 1)
3
≤ 1
ω2
(1
1
+
1
4
+
1
9
+ . . . +
1
m2
)
≤ m + m(2m − 1)
3
.
Pomnozˇimo sve s ω2, pritom imajuc´i na umu da je ω = pi2m+1 , te dobijemo
m(2m − 1)
3
· ω2 ≤ 1
1
+
1
4
+
1
9
+ . . . +
1
m2
≤ m · ω2 + m(2m − 1)
3
· ω2
odnosno
m(2m − 1)
3
· pi
2
(2m + 1)2
≤ 1
1
+
1
4
+
1
9
+ . . . +
1
m2
≤ m · pi
2
(2m + 1)2
+
m(2m − 1)
3
· pi
2
(2m + 1)2
.
Kako je
lim
m→∞
(2m2 − m) · pi2
3 · (4m2 + 4m + 1) =
pi2
3
· 2
4
=
pi2
6
,
lim
m→∞
(2m2 − m) · pi
3 · (4m2 + 4m + 1) + limm→∞
mpi2
4m2 + 4m + 1
=
pi2
6
to prema teoremu 2.3.2 slijedi
∞∑
n=1
1
n2
=
pi2
6
.
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2.4 Dokaz preko dvostrukih integrala
Krenut c´emo od teorema koji c´e nam koristiti u dokazu:
Teorem 2.4.1. Neka je zadan integral
I =
"
D
f (x, y)dxdy, D ⊆ R2,
i neka je funkcija f neprekidna i integrabilna na skupu D. Neka je D′ ⊆ R2 i neka su
α, β : D′ → R diferencijabilne funkcije za koje je preslikavanje p : D′ → D definirano s
p(u, v) = (α(u, v), β(u, v))
bijekcija. Ako je Jakobijan
J(u, v) =
∣∣∣∣∣∣ ∂α∂u ∂α∂v∂β
∂u
∂β
∂v
∣∣∣∣∣∣ , 0, ∀(u, v) ∈ D′,
onda je "
D
f (x, y)dxdy =
"
D′
f (α(u, v), β(u, v))|J|dudv.
Teorem 2.4.2. Neka je f : P → R neprekidna funkcija definirana na pravokutniku P =
[a, b] × [c, d]. Tada je"
P
f (x, y)dxdy =
∫ d
c
( ∫ b
a
f (x, y)dx
)
dy =
∫ b
a
( ∫ d
c
f (x, y)dy
)
dx.
U ovom pristupu Baselskom problemu krec´e se od integrala∫ 1
0
∫ 1
0
xn−1yn−1dxdy. (2.7)
Njega lako izracˇunamo primjenom teorema 2.4.2∫ 1
0
∫ 1
0
xn−1yn−1dxdy =
∫ 1
0
yn−1
(
xn
n
∣∣∣∣∣∣1
0
)
dy =
1
n
∫ 1
0
yn−1dy =
1
n
(
yn
n
∣∣∣∣∣∣1
0
)
=
1
n2
.
Promotrimo sumu prethodnog izraza pritom imajuc´i na umu da
∑∞
n=1(xy)
n−1 konvergira za
|xy| < 1
∞∑
n=1
1
n2
=
∞∑
n=1
∫ 1
0
∫ 1
0
xn−1yn−1dxdy =
∫ 1
0
∫ 1
0
∞∑
n=1
xn−1yn−1dxdy =
∫ 1
0
∫ 1
0
1
1 − xydxdy.
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Oznacˇimo trazˇeni integral s I. Sada c´emo uvesti supstituciju varijabli
(u, v) =
(
x + y
2
,
y − x
2
)
odakle je
(x, y) = (u − v, u + v).
Pritom se prvotni kvadrat na kojem smo promatrali dvostruki integral transformira u kva-
drat S s vrhovima u (0, 0), (12 ,−12 ), (1, 0), (12 , 12 ) (slika 2.2). Preostaje nam josˇ izracˇunati
Slika 2.2: Podrucˇje integracije
Jakobijan kako bismo mogli primijeniti teorem 2.4.1. Imamo
J(u, v) =
∣∣∣∣∣∣ ∂x∂u ∂x∂v∂y
∂u
∂y
∂v
∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣ 1 −11 1
∣∣∣∣∣∣ = 1 + 1 = 2 , 0,
pa je integral nakon supstitucije jednak
I = 2
"
S
dudv
1 − u2 + v2 .
Zbog simetrije kvadrata s obzirom na u-os te izraza podintegralne funkcije mozˇemo pro-
matrati dvostruku povrsˇinu ispod grafa funkcije koji se nalazi iznad u-osi. Izracˇunat c´emo
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integral dijela omedenog s u-osi od 0 do 12 te pravcem v = u i povrsˇinu dijela omedenog s
u-osi od 12 do 1 te pravcem v = 1 − u.
I = 2
(
2
∫ 1
2
0
∫ u
0
dvdu
1 − u2 + v2 + 2
∫ 1
1
2
∫ 1−u
0
dudv
1 − u2 + v2
)
=
{
a =
√
1 − u2,
∫
dx
a2 + x2
=
1
a
arctg
x
a
}
= 4
∫ 1
2
0
1√
1 − u2
arctg
v√
1 − u2
∣∣∣∣∣∣u
0
du + 4
∫ 1
1
2
1√
1 − u2
arctg
v√
1 − u2
∣∣∣∣∣∣1−u
0
du
= 4
∫ 1
2
0
1√
1 − u2
arctg
u√
1 − u2
du + 4
∫ 1
1
2
1√
1 − u2
arctg
1 − u√
1 − u2
du.
Ako je α = arctg 1−u√
1−u2 , tada je
tg2 α =
1 − u
1 + u
.
Nadalje, imamo
1
cos2 α
= 1 + tg2 α = 1 +
1 − u
1 + u
=
2
1 + u
,
odakle je
u = 2 cos2 α − 1 = cos2 α − sin2 α = cos 2α,
to jest
α =
1
2
arccos u =
pi
4
− 1
2
arcsin u.
Uz prethodno navedene jednakosti, koristit c´emo trigonometrijski identitet
arctg u√
1−u2 = arcsin u. Sada imamo
I = 4
∫ 1
2
0
arcsin u√
1 − u2
du + 4
∫ 1
1
2
1√
1 − u2
(
pi
4
− arcsin u
2
)
du
= 4
∫ 1
2
0
arcsin u√
1 − u2
du + pi
∫ 1
1
2
1√
1 − u2
du − 2
∫ 1
1
2
arcsin u√
1 − u2
du
=
∣∣∣∣∣x = arcsin u, u = sin x, du = cos xdx∣∣∣∣∣
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= 4
∫ pi
6
0
x cos x√
1 − sin2 x
dx + pi arcsin u
∣∣∣∣∣∣11
2
− 2
∫ pi
2
pi
6
x cos x√
1 − sin2 x
dx
= 4
∫ pi
6
0
x cos x
cos x
dx + pi
(pi
2
− pi
6
)
− 2
∫ pi
2
pi
6
x cos x
cos x
dx
= 4
∫ pi
6
0
xdx +
pi2
3
− 2
∫ pi
2
pi
6
xdx
= 4 · x
2
2
∣∣∣∣∣∣
pi
6
0
+
pi2
3
− 2 · x
2
2
∣∣∣∣∣∣
pi
2
pi
6
= 2 · pi
2
36
+
pi2
3
− pi
2
4
+
pi2
36
=
pi2
6
.
Dakle, josˇ jednom smo dosˇli do rjesˇenja Baselskog problema
∞∑
n=1
1
n2
=
pi2
6
.
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2.5 Dokaz uz interpretaciju pomoc´u svjetlosti
Posljednji dokaz u ovom radu je dokaz uz interpretaciju koja pruzˇa vizualni uvid u rjesˇenje
Baselskog problema, a temeljen je na spoznajama i objasˇnjenjima iz podrucˇja matematike
i fizike.
Reciprocˇni kvadrati javljaju se kod svjetlosti, osvjetljenost mjesta gledisˇta proporci-
onalna je reciprocˇnom kvadratu svoje udaljenosti do zvijezde. Tvrdimo da vrijedi jedna-
kost
1 +
1
4
+
1
9
+
1
16
+ . . . =
pi2
6
. (2.8)
Lako se vidi da je suma reciprocˇnih kvadrata parnih brojeva jednaka cˇetvrtini sume reci-
procˇnih kvadrata svih prirodnih brojeva odakle slijedi da suma reciprocˇnih kvadrata ne-
parnih brojeva iznosi tri cˇetvrtine sume kvadrata svih prirodnih brojeva. Zato je dovoljno
dokazati ∞∑
n=1
1
(2n − 1)2 =
pi2
8
odnosno ∞∑
n=−∞
1
(2n − 1)2 =
pi2
4
. (2.9)
Jednakost (2.9) je ekvivalentna s
∞∑
n=−∞
1
(n − 12 )2
= pi2, (2.10)
Prema tome, da bismo rijesˇili Baselski problem, dovoljno je dokazati jednakost (2.10).
Zamijenimo li broj 12 realnim brojem x, gdje x nije cijeli broj dobivamo generalizaciju
jednakosti (2.10) te c´emo nju dokazati.
Teorem 2.5.1. Ako je x ∈ R \ Z, onda vrijedi
∞∑
n=−∞
1
(n − x)2 =
(
pi
sin pix
)2
. (2.11)
Vratimo se sada na ranije spomenutu svjetlost zvijezda. Promotrimo sustav od N zvi-
jezda jednakog sjaja, jednoliko rasporedenih na kruzˇnici kao na slici 2.3. Ako je udaljenost
izmedu susjednih zvijezda na kruzˇnici 1, tada je opseg kruzˇnice jednak N, a promjer N
pi
.
Analogno, kada bi promatrali sustav od 2N zvijezda, tada bi imali kruzˇnicu opsega 2N i
promjera 2N
pi
.
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Slika 2.3: Kruzˇni sustav od N = 9 zvijezda
Zanima nas kolicˇina svjetlosti koja dopire do proizvoljne tocˇke P. Kolicˇina svjetlosti
koja se prima u bilo kojoj tocˇki kruzˇnice jednaka je sumi reciprocˇnih kvadrata udalje-
nosti do pojedinih zvijezda. Neka je x udaljenost tocˇke P do jedne zvijezde mjerena duzˇ
kruzˇnice, odnosno duljina kruzˇnog luka od tocˇke P do zvijezde. Bez smanjenja opc´enitosti
uzmimo da je to najblizˇa zvijezda tocˇki P, to jest, gledamo najkrac´u od svih udaljenosti
tocˇke P do zvijezda, pa vrijedi |x| ≤ 12 .
Definiramo funkciju fN(x) kao funkciju kolicˇine svjetlosti primljene u proizvoljnoj
tocˇki P u sustavu s N zvijezda, pri cˇemu je udaljenost najblizˇe zvijezde do tocˇke P jed-
naka x. Zˇelimo odrediti fN(x) za svaki N. Za potrebe ovog dokaza bit c´e dovoljno gledati
N kao potenciju s bazom 2. Promotrimo prvo slucˇaj kada je N = 1, to jest, slucˇaj kada se
nalazimo u sustavu s jednom zvijezdom.
Lema 2.5.2. Kolicˇina svjetlosti koju prima proizvoljna tocˇka P kruzˇnice u sustavu s jednom
zvijezdom jednaka je
f1(x) =
(
pi
sin pix
)2
,
gdje je x duljina krac´eg kruzˇnog luka od tocˇke P do zvijezde.
Dokaz. Opseg kruzˇnice je 1, a radijus 12pi . Slijedi da je duljina kruzˇnog luka x = rα iz cˇega
slijedi α = 2pix. Udaljenost tocˇke P do zvijezde duzˇ ravne linije (slika 2.4) je
2r sin
α
2
=
1
pi
sin pix,
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Slika 2.4: Kruzˇni sustav od jedne zvijezde
pa slijedi f1(x) =
(
pi
sin pix
)2
. 
Dalje c´emo koristiti inverzni Pitagorin teorem, no u terminima primljene svjetlosti zvi-
jezda. On glasi:
Propozicija 2.5.3. Ako su dvije zvijezde smjesˇtene u tocˇkama A i B i tocˇka C je takva da je
]ACB pravi, onda je ukupna kolicˇina svjetlosti u tocˇki C dobivena iz tocˇaka A i B jednaka
kolicˇini svjetlosti koja se dobiva iz zvijezde u tocˇki X koja je projekcija tocˇke C na pravac
AB.
Slika 2.5: Inverzni Pitagorin teorem
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Dokaz. Neka su a, b i c duljine stranica trokuta ABC i h udaljenost tocˇke C do tocˇke X.
Povrsˇina trokuta ABC mozˇe se izracˇunati na dva nacˇina P = a·b2 i P =
c·h
2 , iz toga slijedi
a · b = c · h. Iz Pitagorina teorema imamo a2 + b2 = c2, stoga slijedi da je kolicˇina svjetlosti
primljena u tocˇki C jednaka
1
a2
+
1
b2
=
a2 + b2
a2b2
=
c2
c2h2
=
1
h2
sˇto je jednako upravo kolicˇini svjetlosti primljene u tocˇku C iz tocˇke X. 
Koristec´i Propoziciju 2.5.3 dokazat c´emo da je za fiksiranu duljinu kruzˇnog luka x
kolicˇina svjetlosti primljena u tocˇku P u sustavu s 2 zvijezde jednaka kolicˇini svjetlosti
primljene u tocˇku P u sustavu s jednom zvijezdom.
Lema 2.5.4. Neka je P tocˇka na kruzˇnici u sustavu s jednom zvijezdom i x duljina krac´eg
kruzˇog luka od tocˇke P do zvijezde. Kolicˇina svjetlosti koju prima tocˇka P u sustavu s
jednom zvijezdom jednaka je kolicˇini svjetlosti koju prima tocˇka u sustavu s dvije zvijezde,
cˇija je udaljenost duzˇ kruzˇnice do najblizˇe zvijezde jednaka x, to jest, vrijedi f1(x) = f2(x).
Slika 2.6: Zamjena jedne zvijezde dvjema zvijezdama
Dokaz. Neka je R polozˇaj zvijezde u sustavu s jednom zvijezdom (crvena zvijezda, slika
2.6) i neka je Q tocˇka dijametralno suprotna tocˇki P u kruzˇnici tog sustava. Neka je k2
kruzˇnica oko Q radijusa |PQ|. Povucimo promjer kruzˇnice k2 kroz tocˇku R, neka su B1, B2
rubne tocˇke. Ocˇito, k2 ima opseg 2 i kruzˇni luk izmedu tocˇaka B1 i B2 je duljine 1.
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Kutni pomak od P do B2 u sustavu s dvije zvijezde jednak je kutu PQB2 = PQR = α
te iz teorema o obodnom kutu slijedi ]PQB2 = 12]POR. Slijedi da je x = P̂R = 2α · r i
y = P̂B2 = α · 2r, te je ocˇito x = y.
Nadalje, PQ je promjer manje kruzˇnice, a B1B2 vec´e, pa zakljucˇujemo da su kutovi
]QRP i ]B2PB1 pravi. Primijenimo propoziciju 2.5.3 i dobivamo da je kolicˇina svje-
tlosti koju prima tocˇka P iz zvijezde R jednaka kolicˇini svjetlosti primljenoj iz zvijezda
smjesˇtenih u tocˇkama B1 i B2. 
Lema 2.5.5. Za sve N i x vrijedi fN(x) = f2N(x).
Slika 2.7: Prelazak iz sustava s N zvijezda na sustav s 2N
Dokaz. Zamijenimo svaku zvijezdu u sustavu s N zvijezda (crvene) s parom suprotnih
zvijezda (plave) u sustavu s 2N zvijezda kao na slici 2.7. Nova kruzˇnica ima dvostruko
vec´i opseg nego pocˇetna te udaljenosti izmedu plavih zvijezda iznose 1. Promotrimo li
jednu crvenu zvijezdu, mozˇemo vidjeti da na jednak nacˇin kao i u slucˇaju kad je N = 1,
kutni pomak ostaje isti prelaskom na plavi model. Ponovnom primjenom propozicije 2.5.3,
slijedi da svaki par suprotnih plavih zvijezda daje jednaku kolicˇinu svjetlosti u tocˇku P kao
i crvena zvijezda koju one zamjenjuju. Slijedi da sve plave zvijezde zajedno imaju istu
svjetlost kao sve crvene zvijezde zajedno. 
Primjenjujemo li prethodnu lemu pocˇevsˇi od N = 1, mozˇemo zakljucˇiti da je fN(x)
jednak desnoj strani jednakosti (2.11) kada je N potencija s bazom 2.
POGLAVLJE 2. JOSˇ NEKI DOKAZI 32
Propozicija 2.5.6. Za svaki n ∈ N vrijedi
f2N (x) =
(
pi
sin pix
)2
.
Zasad smo povezali fN(x) s desnom stranom jednakosti (2.11). Preostaje nam pokazati
da je fN(x) funkcija bliska i lijevoj strani jednakosti (2.11). Pocˇnimo sa sustavom od 2N
zvijezda i fiksiranim kruzˇnim lukom x te odredimo priblizˇnu vrijednost funkcije f2N(x).
Kruzˇnica, odnosno kruzˇna putanja na kojoj je 2N zvijezda, ima radijus N
pi
. Podijelimo
kruzˇnicu na dva jednaka kruzˇna luka te ostavimo N zvijezda koje su blizˇe tocˇki P, a ostalih
N uklonimo. Sada c´e se kod procjene funkcije fN(x) pojaviti gresˇka u tocˇnoj procjeni
vrijednosti zbog uklanjanja N zvijezda.
Svaka od tih zvijezda je bila na udaljenosti ne manjoj od N
√
2
pi
od P , no nama je dovoljno
uzeti grubu granicu od N
pi
, te c´e gresˇka iznositi najvisˇe
N · 1(
N
pi
)2 = pi2N .
Sada svaku od preostalih N zvijezda (slika 2.8, crvene zvijezde) zamijenimo parom su-
Slika 2.8: Zamjena crvenih zvijezda plavima
protnih zvijezda na kruzˇnici k2 dvostrukog radijusa. Nalazimo se u sustavu 4N zvijezda,
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ali imamo samo 2N zvijezda od kojih se N njih nalazi u cˇetvrtini kruzˇnice gdje je tocˇka P,
a preostalih N u cˇetvrtini kruzˇnice koja je najdalja tocˇki P. Ponovimo postupak od prije,
uklonimo ponovno N zvijezda, te c´e gresˇka procjene sada biti najvisˇe
N · 1(
2N
pi
)2 = pi24N
jer je radijus r = 2N
pi
.
Zatim zamijenimo ponovno N zvijezda iz 4N sustava s 2N zvijezda u novom dvos-
truko vec´em sustavu. Ponavljamo postupak i u svakom iduc´em koraku imamo 2N zvijezda
u 2k · (2N), k ∈ N0, sustavu zvijezda, N zvijezda koje se nalaze u dijelu kruzˇnice najdaljem
od P i N u dijelu najblizˇem tocˇki P. Uklanjanje N zvijezda uzrokuje gresˇku procjene pri-
blizˇnu pi
2
4kN s obzirom da radijus postaje 2
k N
pi
.
Neka je t tangenta u tocˇki P na sve kruzˇnice. Kada k −→ ∞, N zvijezda najblizˇih tocˇki
P c´e se priblizˇiti tocˇkama tangente, te c´e im koordinate biti na n− x udaljenosti do tocˇke P
duzˇ te tangente. Mozˇemo zakljucˇiti da c´e onda osvjetljenost tocˇke P iz tih N zvijezda tezˇiti
k ∑
|n−x|< N2
1
(n − x)2 .
Ukupna gresˇka procjene iz postupaka bit c´e najvisˇe
pi2
N
+
pi2
4N
+
pi2
16N
+ . . . =
pi2
N
·
(
1
1 − 14
)
=
4pi2
3N
.
S obzirom da vrijedi fN(x) = f2N(x), zakljucˇujemo da za svaki N vrijedi
fN(x) =
∑
|n−x|< N2
1
(n − x)2 +
θ
N
, (2.12)
gdje θ ovisi o N, ali zadovoljava 0 ≤ θ ≤ 4pi23 . Na kraju, znamo da je f2kN(x) = fN(x), pa
primijenimo jednakost (2.12) za 2kN, dobivamo da za svaki N vrijedi
fN(x) = lim
k→∞
f2kN(x) = lim
k→∞
( ∑
|n−x|<2k N2
1
(n − x)2 +
θ
2kN
)
=
∞∑
n=−∞
1
(n − x)2
odnosno
fN(x) =
∞∑
n=−∞
1
(n − x)2 . (2.13)
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S obzirom da znamo da je f1(x) =
(
pi
sin pix
)2
, uvrstimo li N = 1 i x = 12 u jednakost (2.13)
Baselski problem je dokazan. Primijetimo josˇ na kraju kako jednakost (2.13) vrijedi za
svaki N, pa je fN(x) neovisna o N, te Propozicija 2.5.3 vrijedi i bez pretpostavke da je N
potencija s bazom 2.
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Sazˇetak
U ovom radu sam predstavila Baselski problem. U uvodnom dijelu sam pisala o povijesti
Baselskog problema i o prvom valjanom dokazu. Prvi dokaz napisao je Euler i njime usˇao
u svijet slavnih matematicˇara. Osim Eulerovog dokaza, navela sam i dokaze: pomoc´u
Fourierovih redova, preko teleskopskih redova, pomoc´u trigonometrije i algebre, dokaz
preko dvostrukih integrala i na kraju dokaz uz interpretaciju pomoc´u svjetlosti.
Summary
In this graduation thesis, I presented the Basel problem. First, I wrote about the history of
the Basel problem and about first valid proof. First proof was written by Euler, by which
he entered the world of famous mathematicians. Besides Euler’s proof, I presented some
other proofs of the same problem: by using Fourier series, by telescoping series, a proof by
trigonometry, a proof with double integrals and finally, a proof with lights interpretation.
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